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Das Ziel dieser Note ist der Beweis des folgenden S&es: 
SATZ. Es sei G eine endliche, nicht-abelsche und einfache Gruppe mit den 
folgmden Eigenschaften : 
(a) Das Zentrum Z einer Sylow 2-Untergruppe T von G ist zyklisch; 
(b) ist z die Involution von Z, so ist der Zentralisator H von z in G eine 
Erweiterung eines elementarabelschen Normulteilers der Ordnung 16 durch die 
symmetrische Gruppe des Grades z&r. 
Dann ist G isomorph zu Mz2 odu A,, . 
Bemerkung. Dieser Satz stellt eine Verscharfung von [8; Theorem] und 
[6; Theorem A] dar. Auf Grund der Ergebnisse von [6] und [S] reicht es 
aus, urn den Satz zu beweisen, zu zeigen, daB die Gruppe H eine zerfallende 
Erweiterung eines elementarabelschen Normalteilers der Ordnung 16 durch 
S, ist. 
1. DIE STRUKTUR VON H 
Die Gruppe H enthalt einen elementarabelschen Normalteiler E der 
Ordnung 16 mit H/E = S, . Der Frattini-SchluD und ein Satz von Burnside 
liefern, daB jedes Element der Ordnung 3 von H von einem 2-Element von 
H invertiert wird. Es sei d E H ein 2-Element minimaler Ordnung, welches 
ein Element c der Ordnung 3 von H invertiert. Offensichtlich ist die Ordnung 
o(d) von d gleich 2 oder 4. Wir zeigen, da0 d eine Involution ist, 
falls H - O,(H) eine Involution enthalt. 1st namlich x eine Involution in 
H - O,(H), so gibt es wegen [9; Lemma 7, p. 1961 ein zu x konjugiertes 
Element y in H derart, da13 o(q) d urch 3 teilbar ist. Folglich invertiert x 
ein Element der Ordnung 3 in (xy). In diesem Fall impliziert die Minimalitat 
von o(d), da0 o(d) gleich 2 ist. Hat d die Ordnung 4, so enthiilt H - O,(H) 
keine Involutionen. 
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Es bezeichne a ein Element minimaler Ordnung in O,(H) - E. Wir 
setzen ac = b, d = Ed, E = EC, d = Ea und 6 = Eb. Da (a; 8, d) eine 
Diedergruppe der Ordnung 8 ist, kiinnen wit [(i, a] = 1 annehmen. Dann 
gilt gd = &, & = 6 und 6” = &. 
Setze T = (E, a, b, d). Offensichtlich ist T eine Sylow 2-Untergruppe von 
G. Angenommen, es gelte C,(E) 1 E. Dann ist E _C Z(O,(H)). Es ist eine 
Folge von [5; p. 181, da13 d eine Untergruppe der Ordnung 4 von E zentra- 
lisiert. Dies widerspricht der Zyklizitat von Z(T). Wir haben E = C,(E) 
hergeleitet. 
Setze El = C,(c) und E, = [(E), E]. Dann hat man E = El x E2. 
Es folgt ] El 1 = ] E, ) = 4, und daher ist E&E) g E,(c) s A,. Da d 
die Gruppe (E) normalisiert folgt, da8 El und E, unter <a) invariant sind. 
Folglich ist E2(c, d) s S, . Setze C&) = (zs), zse = z, und El = (x1 , za) 
mit 2: = x, . Dann ist E = (z r , za , zs , zq). Wir stellen R = H/E auf dem 
Vektorraum E iiber GF(2) beziiglich der Basis (zl , zs , za , z*} dar und 
erhalten: 
Fur die Konstanten (II, /I, y, S von GF(2) ergeben sich folgende Falle: 
ff B Y s 
10110 
II 1 1 1 0 
III 1 0 0 1 
IV 1 0 1 0 
V 1 0 1 1 
Angenommen, es gelte der Fall V. Ersetzt man die geordnete Basis 
(2 1 , x, , aa , zd} von E durch die geordnete Basis {zi , z,z, , .zs , q}, so erhalt 
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man fiir Z, 8, CT, d die gleichen Matrizen wie im Fall III. Im folgenden haben 
wir daher nur die Falle I, II, III und IV zu diskutieren. 
2. DIE LAGE DER INVOLUTIONEN VON H 
(2.1) HILFSSATZ. In den F&!en II, III und IV tit d eke Involution. 
Beweis. Wegen d-led = 19 liegt dZ in El . Folglich ist (zr , zs , d) wegen 
a! = 1 eine Diedergruppe der Ordnung 8 mit E n (zl , z2 , d) = (zl , zz). 
Daher enthalt (zr , zs , d) - (zl , 2 z ) eine Involution, die c invertiert. 
(2.2) HILFSSATZ. In den F&n I und II ist a eihe Involution. 
Beweis. Offensichtlich gilt a2 E C,(a) = (zr , as). Angenommen o(a) = 4. 
1st a2 = zI , so haben wir (az$ = a2a-4,aza = 1. 1st a8 = zrzs , so haben 
wir (azJ2 = a2a-lz,az, = 1. 1st a2 = zs , so haben wir 
(a~&~ = a2a-1z~~az,z, = 1. 
Die Minima&at von o(a) impliziert o(a) = 2. 
(2.3) HILFSSATZ. Ist a eine Involution, so girt [a, b] = 1. 
Beweis. Wir haben ac = b, bc = abe fiir ein e E E. Wegen o(c) = 3 gilt 
a = bab[e, c]. Wegen o(a) = 2 ist [e, c] mit a vertauschbar. Folglich gilt 
[e, cl E 4 n C(a) C <x3 , za>. 
In den Fallen I und II gilt [e, c] E (zl , zs) n (z3, zq) = (za). 1st 
k, cl = z3 , so hat man (ab)2 = z, und [b, z3] = 1, was nicht miiglicht ist. 
Folglich gilt [e, c] = 1 und a = bab. 
Im Fall III gilt [e, c] E (zl , zs) n (z3, x4) = (1). 
Im Fall IV gilt [e, c] E (zr , zs , 3 z ) n (z3 , zp) = <z3). 1st [e, c] = z, , 
so gilt (ab)2 = z, und [b, z3] = 1, was nicht mijglich ist. Der Hilfssatz ist 
bewiesen. 
(2.4) HILFSSATZ. In den F&n II, III, IV sind d, a, b und ab Involutionen. 
Beweis. Es geniigt zu zeigen, da8 a eine Involution ist. Zum Beweis 
dieses Sachverhaltes nehmen wir an, daB O,(H) - E keine Involution 
enthalt. Wir wissen, daB o(d) = 2 ist. 
Es sei E eine Untergruppe von H mit E g E und E # E. Wegen 
,E&O,(H), =iEEI;~~(H)l 
erhiilt man 1 Ei? 1 = 2s und ( E n E / = 23. Es gibt eine Involution x in 
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E - O,(H), und da <sr , z, , d) eine Diedergruppe der Ordnung 8 ist, gilt 
X- d in H. Es ist 1 C(x) n E 1 = 8 und C(d) n E = (zl , z&, was einen 
Widerspruch liefert. Daher ist E die einzige elementarabelsche Untergruppe 
der Ordnung 16 von H. 
Alle Involutionen von H-O,(H) sind konjugiert. Ein Lemma in [IO] 
besagt, da0 d zu einem Element von E unter G konjugiert ist. Offensichtlich 
ist die elementarabelsche 2-Gruppe (zr , zs , d) in C(d) enthalten. Es 
bezeichne Td eine Sylow 2-Untergruppe von CG(d) mit (zr , as, d) C Td . 
Wir wissen, da8 Td genau eine elementarabelsche Untergruppe Ed der 
Ordnung 16 enth%lt. Da (zr , zs , d) abelsch ist und da Ed zu E in G konju- 
giert ist, folgt, da13 die Ordnung von Y = Ed n (zr , za , d) gleich 
4 oder 8 ist. Man bemerke, da8 d E Ed sein mu& Ware namlich 
E, n (q , zs , d) = (d), so ware Ed(q) zs , d) eine Gruppe der Ordnung 
64. Bezeichne durch Tl eine Sylow 2-Untergruppe von G, die E&z1 , z, , d) 
enthalt. Setze Z( TJ = (dl). Es ist d + dl , und wegen dl E Ed gilt, da13 
(21 9 23 > 4 4) eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung 16 ist. Es 
folgt (zl , zs , d, dl) = Ed , was nicht miiglich ist. Folglich gilt 
Angenommen, 1 Y 1 = 8. Dann gilt (zr , 2s , d) C E,. Es gilt 
Ed n E = (zr , zs) und (zr , xs) CZ((E, E,)). Dies widerspricht E # E, 
und (E, Ed) C H. - SchlieBlich nehmen wir 1 Y / = 4 an. Dann gilt 
E n Ed = (x), x E (zl , z3) wegen E n Ed -CC&(d) = <zl , x3). Es folgt 
1 EE, 1 = 2’ und (E, Ed) C C,(x). Offensichtlich mu8 z, +x gelten. 
Infolgedessen haben wir x E {z s , qzs}. Man bemerke, da8 z, zu zrz, in H 
konjugiert ist. Da Ed genau vier Involutionen besitzt, folgt, da8 H genau 
24 zu d konjugierte Elemente hat. Folglich gilt C,(d) = (zl , z, , d, ea) = V 
fur ein e E E. Wir wissen, da13 V nicht elementarabelsch sein kann. Da Ed 
und zr in Td liegen und wegen z, $ E, , haben wir x1 N d. Dies erkennt 
man, wenn man E,(q) durch Konjugation in T abbildet. 
FALL IV. Hier ist V abelsch und o(eu) = 4. Folglich ist 
Ql(V) = +I ,28 9 d) = P. Wegen z, N d gilt N,(P) = N p H. Offen- 
sichtlich ist (zr , ag , d, eu, z2 ,2J = Win N echt enthalten. Man bemerke, 
da8 (xl ,2, , d) in keiner Sylow 2-Untergruppe von H normal ist. Es 
bezeichne ?’ eine Sylow 2-Untergruppe von N, die W enthllt. Angenommen, 
es gelte 1 F 1 = 2’. Dann haben wir Z(T) = (2123) oder Z(T) = (z3), und 
z3 ware zu .a1 in G konjugiert, was nicht der Fall ist. Angenommen, es gelte 
1 5? 1 = 28. Dann ist W = p und N ist keine 2-Gruppe. Offensichtlich kann 
7 nicht die Ordnung von N teilen. Folglich gilt N/V g A, , und W wird von 
einem Element der Ordnung 3 normalisiert. Wegen Z(W) = (21 , za) und 
1 C,(z,) I = 26 erhalten wir 2, N 2, , was nicht miiglich ist. 
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Fall III. In diesem Fall ist C,(a) = <ai , za). Daher gilt aa E (zi , za). 
1st a2 = ai , so haben wir (aqJ2 = a2a-?zaaz, = 1. 1st a2 = z, , so haben wir 
(a~.,)~ = a2a-lz,az, = 1. 1st u2 = zlz2 , so haben wir 
(ux,z,)2 = a%-‘z,a,uz,z, = 1. 
Dieses Ergebniss widerspricht o(u) = 4 und der Minimalitiit von o(u). Der 
Hilfssatz ist bewiesen. 
(2.5) HILFSSATZ. EsgiZt uc = b, bC = ub. 
Bewek Wir wissen, da8 (a, b) eine Vierergruppe ist mit E n (a, b) = (1). 
Ferner ist [H : E(u, b, c)] = 2. Ein Satz in [2] liefert, dal3 E(u, b, c) iiber E 
zerfallt. Wir k&men daher (a, b, c) s A, annehmen und bC = ub setzen. 
3. DER FALL I 
diesem Fall gilt: C,(u) = (x1, za), CE(Q = <% 9 %h 
c$v = <Xl, w*h C,(d) = @I, z2, %>, W) = <2;, 22). 
Zunichst nehmen wir an, da13 die Ordnung von d gleich 4 ist. Wegen 
d-led = c-1 haben wir d2 E (xr , za). Es gilt ud = z’+@ und 
ude = (~+@)a a = a. Folglich haben wir such 
und daher mu13 d2 = x1 sein. Ferner gilt P = z@@@ab und bda = b. Die 
mijglichen Strukturen von H werden durch die folgenden Gleichungen be- 
schrieben: 
al + A = 0 
Offensichtlich sind a1 , 05 , & Elemente von GF(2). 
Wir erhalten die folgenden beiden Falle: 
(1) % =&=~=o; 
(2) a1 =&=%= 1. 
Angenommen, wir sind im Fall (2). Dann setzen wir I% = z,d. Man 
erhiilt ua = u and ba = .@+‘u& Diese Gleichungen sind die vom Fall (1). 
Im folgenden k&men wir daher annehmen, dal3 (1) gilt. 
(3.1) HILFSSATZ. Die Grippe E ist die einm~e eIemmtambelsche Unter- 
gruppe van T der Ordnung 16. 
Beweis. Angenommen, L wtie eine Untergruppe von T mit L f E g L. 
Dann hat man EL C E(a, S) oder EL C E(a, d). Falls EL gleich E(a), E(b) 
oder E(ab) ist, dann gilt 1 E n L 1 = 8 und E n L cZ(EL). Dies wider- 
spricht jedoch 1 C,(x) 1 = 4 fii r x E {a, b, d}. 1st EL = E(d) oder 
EL = E(ad), so erhglt man fiir ein x E {d, ad}, dal3 
ist. Es gilt jedoch Ex n L = 9 und 1 E n L 1 = 8 im Widerspruch zu 
IL 1 = 16.Ist EL = E(a, b), so gilt I E n L I = 4 entgegen 1 Z(E(a, b)) ( = 2. 
Es bleibt der Fall EL = E(a, d). Dann gilt 
IEnLI+IEanLI+IEdnL)+)EadnLI=ILI, 
was wegen o(d) = 4 nicht miiglich ist. 
(3.2) HILFSSATZ. Die Involution zz ist nicht zu z1 in G konjugiert. 
Beweis. Zum Beweis nehmen wir an, dal3 z, N zs N z,z, in G gilt. Es 
ist eine Folge von (3.1), da13 E die einzige elementarabelsche Untergruppe 
der Ordnung 16 von H ist und daB x, N z, N zlzz in N,(E) gilt. Folglich 
hat z, unter N,(E) mindestens 9 Konjugierte. Da 3s nicht die Ordnung von 
GL(4,2) teilt, folgt, dal3 alle Involutionen von E in NC(E) konjugiert sind. 
Offensichtlich ist N,(E)/E g A, nicht miiglich, weil dann Ea N Ed gelten 
miiBte, aber Ed keine Involutionen enthiilt. Folglich mul3 
WE) -z C(Y) x A) (x) E 
sein, wobei A z A,, A(x) g S, , o(y) = 3, o(x) = 2 und (y, x) z Ss 
ist. Eine Sylow 2-Untergruppe von A ist E(a, b)/E. Folglich wird 
Z(E(a, b)) = (q) von einer Gruppe der Ordnung 9 normalisiert, was nicht 
moglich ist. Wir haben gezeigt, da13 z, N za N qz, in G nicht gelten kann. 
Ohne BeschrHnkung der Allgemeinheit kiinnen wir daher z, + z, annehmen. 
(3.3) HILFSSATZ. Die Involution z, ist nicht zu z, in G konjugiert. 
Beweis. Ware zr N zs in G erfiillt, so hsitte man z, N zs in NG(E). 
Hilfssatz (3.2) impliziert N,(E)/E z PSL(2, 7). Folglich wiren Ea und Ed 
konjugiert, was unmiiglich ist. 
(3.4) HILFSSATZ. Eine Sylow 2-Untergruppe von C,(a) hat die Ordnung 25. 
Beweis. Es gilt Z(C&a)) = (zr , a) und C,(a) = (xl , z, , a, b, d) = A. 
Angenommen, C,(a) enthielte eine Untergruppe Tl der Ordnung 26 mit 
A C Tl . Dann gilt H n Tl = A und wegen I H I = 2’3 folgt, da13 ein Ele- 
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ment x der Ordnung 3 die Gruppe A normalisiert. Offensichtlich ist 
(21 9 23 I a, b) als das Erzeugnis aller Involutionen von A charakteristisch in 
A. Folglich operiert x auf der Faktorgruppe (zr , za , a, b)/(z, , u). Als 
Reprasentanten der Restklassen dieser Gruppe nehmen wir 1, za , b und 
bz, . Offentsichtlich besteht (zi , a) bz, nur aus Elementen der Ordnung 4. 
Es folgt, da13 x die abelsche Gruppe (x1 , a, bza) vom Typ (2,4) normalisiert 
und daher such zentralisiert. Dies widerspricht x $ C,(q) n C(a). 
(3.5) H ILFSSATZ. In N,(E) gilt Z, - ~,a; und z2 - z3 . 
Beweis. [3; Corollary 1, p. 4041 liefert, da0 z, - zlzz in G gelten mu& 
Folglich gilt such z, - zlzz in N(E). Ferner haben wir [No(E) : H] = 5. 
Es folgt za N xs , da ein Element der Ordnung 5 auf E fixpunktfrei operiert. 
All Hilfssatze dieses Paragraphen haben wir unter der Annahme o(d) = 4 
bewiesen. Wir beweisen schliel3lich den folgenden 
(3.6) HILFSSATZ. Das Element d ist eine Involution. 
Beweis. Angenommen, o(d) = 4. Wir wissen, daD 1 H n C(s,) 1 = 28 ist. 
Es bezeichne Tz eine Sylow 2-Untergruppe von C&a), die E(d) enthalt. 
Offensichtlich ist (zl , za , za) charakteristisch in E(d) und normal in T, . 
Es gilt (zr , za , xa) 4 (E(a, d), Tz) = V. Wegen E(d)’ = (za) gilt 
T, C C(za). Offensichtlich haben wir E(u, d) f T2 und daraus folgt, daB V 
keine 2-Gruppe ist. Ferner kann 7 nicht die Ordnung von V teilen wegen 
z, + za . Die Gruppe V/E(d) ist isomorph einer Untergruppe von GL(3,2). 
Folglich ist 1 V 1 = 263. Es bezeichne Y ein Element der Ordnung 3 von V. 
Wegen [Y, za] = 1 gilt [x1 , I] f 1. Die Gruppe E(d)/(z, , z2 , z3) ist von 
der Ordnung 4. Als Reprasentanten der Restklasse dieser Gruppe nehmen 
wir 1, x4, d, z,d. Die Restklassen (x1, za, za) d und (q, za, za) z,d 
bestehen nur aus Elementen der Ordnung 4, und (zi , za , as) xp besteht 
nur aus Involutionen. Es folgt, da13 Y die Gruppe (zr , za , zs , d) normalisiert. 
Folglich gilt fur ein e E (zl , xa , za) die Gleichung d+ = de und 
(d2)c = zlr = (de)2 = d?@ = $2 = 2, , was einen Widerspruch liefert. Der 
Hilfssatz ist bewiesen. 
(3.7) SATZ. Im Fall I ist H eine zerfullende Erweite-rung volt E durch S, . 
Beweis. Es gilt ud = +z@ und bd = &&&l~ Fiir die Strukturen 
von H erhalten wir die Gleichungen 
a1 +A = 0, 
"s + & = 0. 
Wie oben zeigt man, da13 wir im wesentlichen ein solches H erhalten fiir 
welches 0~~ = j3i = era = 0 ist. Es gilt ad = II, bd = z/u& und 
X = (b, abz/) (d) ist eine Diedergruppe der Ordnung 8 mit X n E = (1). 
Die Anwendung eines Satzes in [2] liefert, da8 H iiber E zerf&llt. 
4. DER FALL II 
In diesem Fall gilt: C,(a) = (a; , za), C,(b) = (.a1 , zq) , 
G@J) = (zl , zsza>, G(d) = <zl , 6, G(c) = C+, JO Wir haben 
ad = @@a und bd = z$@@ab. Die Bedingung baa = b liefert das folgende 
Gleichungssystem iiber GF(2): 
a1 + 05 = 0, 
ors+~,%=o. 
Wir unterscheiden die folgenden zwei Falle: 
(1) (y1 =LYa=/?s =o; 
(2) c$=cg=j?a=l. 
Im Fall (1) gilt ad = a und bb = zfub. Die Gruppe X = (b, zfab) (d) 
ist eine Diedergruppe der Ordnung 8 mit X n E = (1). Ein Resultat in [2] 
liefert, da8 H iiber E zerfallt. 
Der Rest dieses Paragraphen ist dem Fall (2) gewidmet. 
(4.1) HILFSSATZ. Eine SyZow 2- Untergruppe won C,(a) hat die Ordnung 25. 
Beweis. Es ist Co(z,) n Co(a) = (zl , a, zs , b, dz,) = A. Angenommen, 
der Hilfssatz ware falsch. Dann gibt es eine A enthaltende Untergruppe A 
von Co(a) der Ordnung 2 6. Wegen Z(A) = (zl , a) erhalten wir, da8 
1 <A, A(z&) 1 durch 3 teilbar ist. Es gibt daher ein Element w der Ordnung 3, 
welches A normalisiert mit ziV = a, uV = zra. Offensichtlich ist A/(z, , a} 
elementarabelsch der Ordnung 8, und (zr , a>, (zl , a) za und (zl , a) b 
sind Elemente von A/(z, , a), die nur Involutionen enthalten. Alle anderen 
Elemente von A/(z, , a) enthalten nur Elemente der Ordnung 4 von A. 
Es folgt, daB D den identischen Automorphismus von (zr , a) (za , b)/(z, , a) 
induziert. Wegen [I; (10.8) Theorem, p. 411 induziert v den identischen 
Automorphismus von A/(zl , a). Folglich ltit o die Restklasse dz,(z, , a) 
fest. Es folgt o E H, was nicht mijglich ist. 
(4.2) HILFSSATZ. Die Gruppe E ist die eitazige elementarabelsche Unter- 
gruppe der Ordnung 16 eon T. 
Beweis. Angenommen, T enthielte eine Untergruppe L mit L G E und 
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L f E. Dann gilt EL ist gleich E(a, b) oder EL = E(a, d). Der Fall 
EL = E(a, b) ist wegen Z(E(a, b)) = (z& nicht miiglich. Folglich haben 
wir EL = E(a, d) und En L = (zi , zs). Falls L n Ea # 0 ist, dann 
haben wir a(zl , as) = L n Ea. Folglich gilt Ed n L f @ oder Ead n L f 0. 
1st Ed n L f 9, so haben wir d E L! was nicht geht. 1st Ead n L = 8, so 
gibt es ein e E E mit ade EL und daher such de EL. Aber dann ist 
e E (z~, xa) und d EL, was nicht miiglich ist. Wir haben L n Ea = fl 
bewiesen. Folglich mu13 Ed n L # P, oder Ead n L # 0 sein. 1st Ed n L # p), 
so gilt d(x, , zs) = L n Ed, und daher mu0 Ead n L + 0 sein. Es gibt daher 
ein e E E mit ead EL. Aber dann gilt ea EL, was nicht mijglich ist. Folglich 
haben wir gezeigt, da8 Ea n L = Ed n L = 0. Daher muD 1 Ead n L 1 = 12 
gelten, und es folgt E(ad) n L = L oder EL = E(ad),was nicht miiglich ist. 
(4.3) HILFSSATZ. Die Involution d ist nickt zu z, in G konjugiert. 
Beweis. . Es gilt C,(d) = (zr , zs , d, azg& = V, und V ist abelsch der 
Ordnung 16. Setze v = Q1( V) = (a1 , as , d). Offensichtlich ist p charak- 
teristisch in V. Ferner gilt (zl , z, , zs , zp , az,z, , d) = WC N,(p). 
Wir nehmen an, da13 d - z, in G gilt. Dann ist 26 ein echter Teiler von 
1 No(a) 1 . Es bezeichne p eine Sylow 2-Untergruppe von No(P), die W 
enthalt. Angenommen, 1 T / = 2’. Wegen Z(W) = (.zl , z3) folgt, da0 
Z(F) gleich (zs) oder (x& ist, da p nicht in H liegt. Folglich sind dann z, 
und .a, in G konjugiert. Falls I F I = 26 ist, so verwenden wir die Tatsache, 
daB No( P)/V isomorph einer Untergruppe von PSL(2,7) ist und erhalten, 
daB W und damit such Z( W) = (z r , zs) von einem Element der Ordnung 3 
normalisiert wird. Wegen 3 -Y I C!,(zs) I erhalt man, daB z, - zs in G sein 
mu& 
Da E die einzige elementarabelsche Untergruppe der Ordnung 16 von 
NG(E) ist, folgt, da8 a1 - zs in N,(E) gilt. 1st z, + zs in NG(E), so gilt 
NG(E)/E g PSL(2, 7). In diesem Fall waren Ed und Ea in Nc(E)/E konju- 
giert und d ware konjugiert zu a, was wegen z1 + a nicht mijglich ist. Es 
folgt Zl - zs in N,(E), und daher ist I N,(E)/E j = 233a5. Offensichtlich 
kann NG(E)/E nicht zu A, isomorph sein. Es folgt N,(E)/E = ((y) x A) (x), 
wobei A E A, , A(x) s S, , o(y) = 3, o(x) = 2 und (y, x) G S, ist. Die 
Gruppe E(a, d)lE kann wegen a ,+ d nicht in A liegen. Folglich ist E(a, b)/E 
eine Sylow 2-Untergruppe von A. Es folgt, dal3 Z(E(a, b)) = (a& von einer 
Gruppe der Ordnung 9 normalisiert wird, was nicht mijglich ist. 
(4.4) HILFSSATZ. Alle Involutionen van E sind in N&E) konjugiert. 
Beweis. Ein Resultat in [3] liefert, daD z, zu a, oder a3 konjugiert ist. 
Angenommen es gelte z, - z, in G. Dann gilt a1 - aa in No(E). Die Struktur 
von GL(4,2) impliziert a, - x3 in NG(E). 
Im folgenden nehmen wir z, N za in G und z, + zz an. Dann sind z, und 
z, in No(E) konjugiert und No(E)/E z PSL(5 7). Folglich operiert 
jede Untergruppe der Ordnung 7 von N,(E) transitiv auf {zl , z, , z,z, , zp , 
z,z, , zrzzz, , zzz&}. Es gilt ] C(z,) n Nc(E) 1 = 2*3 * 7, und E ist eine Sylow 
2-Untergruppe von Co(zz). Es folgt, dal3 alle Involutionen von Co(z,)/(zz) 
in CG(zz)/(zz) konjugiert sind. Folglich hat Cc(z,)/(zz) keine Untergruppe 
vom Index 2.Ist CG(zJ nicht au&bar, so folgt aus [7; Theorem p. 2931, dal3 
Co(zz) = (zz) x P, wobei P g PTL(2, 8) ist. 1st Cc(zz) aufliisbar, so ist 
WGW) = (1) ween 3 y z, N z,z, in C(zJ und C,(z,) n &(x2) = E(c). 
Folglich gilt such O(Cc(zz)/(zz)) = (1). Es mu8 daher E normal in Cc(z,) 
sein, was Co(z.J _C NG(E) bedeutet. 
Wir wollen jetzt Cc(a) bestimmen. Im Homomorphismus 
CG(u) -4 CG(a)/(a) setzen wir z, - 31 , z3 -+ 33 , b -+ b, dz, -+ b3, . Eine 
Sylow 2-Untergruppe von C,(fr)/(u> ist (31 , a3 , b) (b3,) = 2. In 
dem man b3, durch 33b32 ersetzt, je nachdem ob in b” = 4z3z4ab die Zahl 
4, gleich 0 oder 1 ist, sieht man, daB b (= b3, oder 33b32) von der Ordnung 4 
ist und die Diedergruppe (31 , 33 , b) zentralisiert. In dem man die Konju- 
giertenklassen von z untersucht, stellt man fest, dal3 31 nur zu 33 und 3133 in 
Co(u)/(a) konjugiert sein kann. Es gilt 2’ = (3i) und daher such N(Z) = Z 
wegen C(3J n C(a)/(a) = 2. Ein Verlagerungssatz von Griin ergibt, da13 
&(u)/(u) = 0 einen Normalteilerm besitzt, dessen Index in 8 eine 2-Potenz 
ist und welcher (3i) oder (3i , 33) als Sylow 2-Untergruppe enthalt. Ange- 
nommen, (31) ist eine Sylow 2-Untergruppe von !JJL Dann besitzt YX ein 
normales 2-Komplement %. Die Vierergruppe (3i , 33) normalisiert 5%. 
Man bemerke, daB x3 nicht zu z3u konjugiert ist. Es gilt 
1 CGb) n ccz3) 1 = 1 CGb? n clzl> 1 
fur ein x E N(E). Folglich ist I C(33) n 8 I nicht durch 3 teilbar. Es folgt 
1 R I = 1 und &(a) = &(a). 1st dagegen (31 , 33) eine Sylow 2-Untergruppe 
von !N, so gilt 31 N 33 N 3133 in !N. Es ist eine Folge der Resultate in [4] und 
[9], da8 %X isomorph zu A, oder A, ist. Angenommen, es sei (31 , 33) eine 
Sylow 2-Untergruppe von YJL Dann induziert b3, einen inneren Automor- 
phismus von !N. Folglich gibt es ein Element m in !N derart, daf! mb3, in 
C(m) liegt. Es folgt [m, b32] = 1, m E (31 , 3a> und (mW2 = (b3J2 = 31. 
Wir erhalten den Widerspruch 31 E C(m). Folglich ist Cc(a) eine 2-Gruppe. 
Da (zl , zz , d) eine Diedergruppe der Ordnung 8 ist, folgt, daB (zl , zz , d) 
eine Sylow 2-Untergruppe von NG((c)) ist. Wegen z1 + z3 hat C,(C) ein 
normales 2-Komplement K. Es gilt C,(c) = K(z, , zz). Indem man (zr , d) 
auf K darstellt (vgl. [II; p. 1461) und bemerkt, daB a h d in N&E) gilt, 
erhalt man, dal3 K = (c) gelten mu& Wir haben gezeigt, da8 (c) eine 
Sylow 3-Untergruppe von G ist, und daraus folgt, dal3 CG(Z& au&bar ist. 
Die Zentralisatoren aller Involutionen von N,(E) liegen demnach in No(E). 
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Die Anwendung eines Lemmas in [IO] liefert den Widerspruch z, N za . 
Der Hilfssatz ist bewiesen. 
Wir haben [No(E) : H] = 3 * 5. Offensichtlich ist No(E)/E isomorph 
zu A, oder zu NAB(((123))). Wir wissen, dal3 Eu - Eb - Eub in N,(E)/E 
gilt. 1st NG(E)/E g N,8(((123))), so kann nicht Eu - Ed - Ead in N,(E)/E 
sein, weil sonst all Involutionen von N,(E)/E konjugiert waren. In diesem 
Fall wird daher E(a, b) von einer Gruppe der Ordnung 9 normalisiert, 
was Z(Wa, b>) = +I> widerspricht. Wir haben N,(E)/E E A, hergeleitet. 
Da Ea genau vier Involutionen be&t, folgt, da0 C(a) n N,(E) = C&a) 
von der Ordnung 25 ist. Ein Lemma in [IO] besagt, daB CR(a) C Co(a), weil 
namlich a und d in N,(E) konjugiert sind und z, + a gilt. Wir wollen jetzt 
C&W> = 6 b erechnen. Wir wissen, dal3 Z = (31 , 33) (b) (b3,) eine 
Sylow 2-Untergruppe von 8 ist. Wegen 2’ = (31), gilt No(Z) = 2. ]Ein 
Verlagerungssatz von Grtin liefert die Existenz eines Normalteilers !N von 6, 
der (3i ,3a) als Sylow 2-Untergruppe hat. Ein Satz von Suzuki liefert 
mgAA, oder %RgAA,. Das Element b3, der Ordnung 4 normalisiert !Ul 
und induziert einen inneren Automorphismus von !JX, was nicht miiglich ist. 
Dies ist ein Widerspruch, welcher zeigt, daB Fall (2) nicht auftreten kann. 
Wir haben bewiesen: 
(4.5) SATZ. Im Fall II ist H eine zerfallende Erweiterung van E durch S, . 
5. DER FALL III 
(5.1) SATZ. Im Fall III ist H eine serfallende Erweiterung von E durch S, . 
Beweik. Es gilt ad = ue fiir ein e E E, u = a[e, d] und [e, d] = 1. Daher 
gilt e E C(a) n C(d) n E = (zr). Wir erhalten demnach die beiden Moglich- 
keiten ad = a und ad = uz, . Ferner hat man bd = abf, 
f E E n C(ab) = (x1 , zz) = E n C(U) n C(b). 
Angenommen, es sei ad = a. Dann impliziert bd = abf die Gleichung 
b = b[ f, d]. Es folgt [f, d] = 1 und f E (.a1 , zs) n (zr , es) = (z&. Folglich 
ist (b, uzia) <d) eine Diedergruppe der Ordnung 8 mit 
E n (b, UZ~“) <d) = (1). 
Angenommen, es sei ad = uz, . Dann impliziert bd = u&f die Gleichung 
b = SzJf, d] und .a; = [f, d]. Wir bestimmen f. Das Element f liegt in 
(zl , za). Setze f = e+*, und lose [233, d] = z1 . Es folgt % = 1 und 
f =2pzs. Dann ist (b, a2;~2& (d) n E = (l), und (b, az&) (d) ist 
eine Diedergruppe der Ordnung 8. 
Die Anwendung eines Satzes in [2] liefert das Behauptete. 
6. DER FALL IV 
In diesem Fall gilt G(a) = <zl , z2, z3), G(b) = (ai, z2, d, 
C,(UZJ) = (zr , za, zaza), C,(d) = (zl , xs) und C,(c) = (zr , zs). Ferner 
ist ud = ae und a = u[e, d] fiir ein e E E. Folglich liegt e in (5 , za). AuSer- 
dem gilt bd = abz~z!$@~. W’ rr erhalten folgende Gleichungen iiber GF(2): 
'yl + B3 + 83 = 0, 
013 + P3 = 0. 
wobei wir e = zTz% gesetzt haben. Folglich haben wir die folgenden beiden 
Falle zu unterscheiden: 
(1) %=P3=0, al=83; 
(2) a3 =f13 = 1, a1 +& = 1. 
1st a3 = 0, so ist X = (b, ~$32) (d) eine Diedergruppe der Ordnung 8 
mit X n E = (1). Folglich zerfallt H iiber E. 
Im weiteren diskutieren wir den Fall (2). 
(6.1) HILFSSATZ. Sylow 2-Unterg~uppen won C,(u) und won CG(zzu) 
huben die Ordnung 2=. In G sind a und 23~ nicht konjugiert. Eine Sylow 2- Unter- 
gruppe von C,(z,) hut die Ordnung 28. 
BeuWiS. Es ist C,(u) = C,(z,u) = (zl, 23,2,, a, b), und a ist nicht 
zu 23~ in H konjugiert. Da Eu genau 8 Involutionen enth%lt, sieht man, da8 
es in O,(H) - E genau zwei H-Klassen konjugierter Involutionen gibt. Es 
gilt [CH(u)]’ = (2J. Folglich haben Sylow 2-Untergruppen von Co(u) und 
C,(23u) die Ordnung 25. Angenommen, es gibe ein x E G mit a5 = 23~. 
Dann gilt [C&(U)]~ _C CG(2,u), und es gibt ein y E CG(2, , u) mit 
[C&u)]" = C,(z,u) = C,(u). 
Wir k&men daher x E N(C,(u)) annehmen. Wegen [C&u)]’ = (21) folgt 
x E H, was einen Widerspruch ergibt. Folglich sind a und 2p nicht unter G 
konjugiert. - Es gilt C&2,) = E(u, b) (c). Offensichtlich gilt 
[E(u, b)]’ = (zl). Der Hilfssatz ist bewiesen. 
(6.2) H ILFSSATZ. AIIe Involutionen in H - O,(H) sind 2u d in H konju- 
giert. 
Beweis. Dies folgt aus der Struktur von <21 ,2,, d). 
(6.3) HILBTSATZ. In No(E) ist d weder zu u noch 224 ap Konjugiert. 
Beweis. Ware die Behauptung falsch, so hatte man Ed - Eu in No(E)/E. 
Die ist nicht maglich, da Ed nur vier Involutionen enthtit. 
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(6.4) HILFSSATZ. In N,(E) ist z, nicht zu z3 konjugiert. 
Beweis. Angenommen, zi ware zu z, in No(E) konjugiert. Da z, + z, 
gilt, folgt aus der Struktur von GL(4,2), da8 No(E)/Er PSL(2,7) ist. Dies 
steht im Widerspruch zu (6.3). 
(6.5) HILFSSATZ. Die Involution d ist nicht zu x, in G konjugiert. 
Beweis. Angenommen, d sei konjugiert zu z, in G. Es gilt 
C,(d) = (zr , z, , Z~LQZ, d) = Y mit (a~~zqa)~ = z, , und V ist abelsch 
der Ordnung 16. Setze P = Qi( V) = (zx , za , d). Es folgt N = No(p) g H, 
und N/V ist isomorph zu einer Untergruppe von PSL(5 7). Offensichtlich 
ist E(a, d) = W in N enthalten. Es ist Z(W) = (zr , za). Wir bezeichnen 
mit p eine Sylow 2-Untergruppe von N, die W enthalt. 1st 1 F 1 = 2’, 
so gilt Z(F) = (za) oder Z( pi> = <zlxa). Es ergibt sich z, - z, in (T, E). 
Eine von E verschiedene elementarabelsche Untergruppe L der Ordnung 16 
von W mul3 ein x mit x - a oder x - az, enthalten. Da weder a noch z,a 
zu einem Element von E konjugiert sein kann, folgt, dal3 E normal in (T, T) 
ist. Dies widerspricht (6.4). 1st 1 p 1 = 26, so kann N keine 2-Gruppe sein. 
Eine Sylow 2-Untergruppe von N/V hat die Ordnung 4. Folglich gilt 
N/V= A,. Esfolgt, d&Z(W) = (zl , 3 z ) von einem Element der Ordnung 
3 normalisiert jedoch nicht zentralisiert wird. Wie oben sieht man, da13 E 
normal in N ist. Wieder haben wir einen Widerspruch. Der Hilfssatz ist 
bewiesen. 
(6.6) HILFSSATZ. Die Involution x1 ist weder konjugiert zu Z~ noch m Y+.z~ . 
Beweis. Angenommen, es gelte z1 - zs in G. Es bezeichne T3 eine Sylow 
2-Untergruppe von C&a), die E(a, d) enthah. Es gilt E d ( T3, H), und 
z, ist konjugiert zu xa in No(E) entgegen (6.4). 
Angenommen, z, ware zu .agz, in G konjugiert. Wir haben 
CH(zgx2) = E(bd). 1st T, eine E(bd) enthaltende Sylow 2-Untergruppe 
von C&z&, so gilt E Q (T, , H), da jede von E verschiedene elementara- 
belsche Untergruppe der Ordnung 16 von E(bd) ein zu a oder z2a konju- 
giertes Element enthalten mu& Es folgt No(E)/E g PSL(2,7), was (6.3) 
widerspricht. 
(6.7) HILFSSATZ. Der Fall (2) tritt nickt auf. 
Bewti. Die Involution zi ist weder zu z, , z, , zaxa , a, z,a noch zu d 
konjugiert. Dies steht im Widerspruch zu [3; Corollary 1, p. 4041. 
Wir haben bewiesen: 
(6.8) SATZ. Im.Fall IV ist H eine zerfallende Erweiterung won E durch S, . 
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